
基礎数理　室田
行列の正定値性

１．定義　対称行列Aが半正定値 (positive semidefinite) であるとは，

任意のベクトル xに対して x>Ax ≥ 0 (1)

という条件を満たすことを言う．この条件はAのすべての固有値が非負であることと等価
である．また，上の不等号で等号を除外した条件

任意のベクトル x 6= 0に対して x>Ax > 0 (2)

を満たすとき，Aは正定値 (positive definite) であると言う．正定値であることはすべて
の固有値が正であることと等価である．

２．判定条件　 (半)正定値性の判定条件を挙げる．対称行列 Aの行番号集合 (=列番
号集合)を {1, . . . , n}とする．Aの部分行列 (小行列)で行番号集合が I，列番号集合が J

であるものを A[I, J ]と表すとき，I = J である小行列を Aの主小行列と呼び，その行列
式を主小行列式 (principal minor)と呼ぶ．このとき，

Aが半正定値 ⇐⇒ Aの任意の主小行列式≥ 0 (3)

Aが正定値 ⇐⇒ Aの任意の主小行列式> 0 (4)

が成り立つ．さらに，行番号集合が I = {1, . . . , k} (k ≤ n) の形の主小行列を首座小行列
と呼び，その行列式を首座小行列式 (leading principal minor)と呼ぶ (首座小行列の概念
はAの行番号のつけ方に依存することに注意)．このとき，

Aが正定値 ⇐⇒ Aの任意の首座小行列式> 0 (5)

も成り立つ．しかし

××　　Aが半正定値 ⇐⇒ Aの任意の首座小行列式≥ 0　　×× (6)

は成り立たない（⇒は成り立つが，⇐は駄目; 例は
[

0 0
0 −1

]
）．主小行列式は 2n個，首

座小行列式は n個あることに注意．なお，正定値性，半正定値性はGaussの消去法と同様
の掃出し演算により，O(n3)回の四則演算で判定できる．

３．例　次の行列は半正定値．
・分散・共分散行列： aij = E[(Xi −mi)(Xj −mj)] （ただしmi = E[Xi]）
・モーメント行列： aij = E[Xi+j−2]
・確率分布の特性関数（＝密度関数のフーリエ変換）を ϕ(t)として aij = ϕ(ti − tj)
・力学系（ばね系やトラスなどの構造物）の質量行列M と剛性行列K

・ラプラシアン∆ =
n∑

i=1

∂2

∂x2
i

の離散近似の符号を変えたもの

　　 (境界条件がDirichletでもNeumannでも)
　以上 (2007-01-20)
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