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K ⊂ F を体の拡大とする．

命題 1 　A(s) = Q(s) + T (s)が (K,F )に関する混合多項式行列
　　=⇒ 　A(s) = Q(s) + T (s)は (K(s), F (s))に関する混合行列．

これの証明の本質的ポイントは，次の命題である．

命題 2 {α1, α2, . . . , β1, β2, . . .} ⊆ F とするとき，
　 {α1, α2, . . . , β1, β2, . . .} がK(s)上で代数的独立
　　=⇒ 　 {α1, α2, . . . , sβ1, sβ2, . . .} がK 上で代数的独立．

α, βが１つずつの場合を考えれば，話は分かる．対偶の形にして，

命題 3 {α, β} ⊆ F とするとき，
　 {α, sβ}がK(s)上で代数的従属　=⇒ 　 {α, β} がK 上で代数的従属．

講義で（アドリブで）やった証明では，K = Qの場合を扱い，sに数値を代入した．しか
し，Kが有限体の場合には，これは危ない．（K = Qの場合も含めて）以下のように考える
のが，最も素直であり，簡単である．
{α, sβ}がK(s)上で代数的従属ならば，ある p(X,Y ) ∈ K(s)[X, Y ]が存在して p(α, sβ) =

0．ここで，
p(X, Y ) =

∑

i,j

cij(s)XiY j

とかくとき，cij(s) ∈ K[s]（K 係数の多項式）としてよい（定義からは，有理式であるが，
分母を払ってよいので，多項式と仮定できる）．さらに

cij(s) =
∑

k

dijks
k (dijk ∈ K)

とおいて，上の式に代入すると，

p(X, Y ) =
∑

i,j,k

dijkX
iY jsk, p(α, sβ) =

∑

i,j,k

dijkα
iβjsk+j = 0.

sは不定元であるから，第２の式は，F 係数の sに関する多項式が 0に等しいことを述べて
いる．従って，d̃ijk = dij,k−j とおくと，任意の kに対して

∑

i,j

d̃ijkα
iβj = 0 (d̃ijk ∈ K).

これは，{α, β}がK上で代数的従属であることを示している．（係数 d̃ijkの中には 0でない
ものが存在することに注意．）
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