
数値解析
最良近似多項式の存在と一意性 (Advanced Topic)

一様ノルムに関する関数近似の問題について，近似関数の存在，一意性，特徴づけなど
の基本事実を述べる．

与えられた関数 f(x)を多項式 P (x)で近似する問題を考える．関数 f は有限な閉区間
[a, b]上で定義された連続関数とし，近似の度合は誤差の一様ノルム

||f − P ||∞ = max
x∈[a,b]

|f(x)− P (x)| (1)

で測るものとする．P (x)の次数を n以下に限るとき，近似誤差 (1) をできるだけ小さく
するのがここでの近似問題である．区間 [a, b]上の連続関数の全体を C[a, b]，実係数 n次
多項式の全体を Pnと記し，f ̸∈ Pn，f ∈ C[a, b]とする．有界閉区間上の連続関数は最大
値をもつという事実により，一様ノルムに関して

||g||∞ = sup
x∈[a,b]

|g(x)| = max
x∈[a,b]

|g(x)|, g ∈ C[a, b] (2)

が成り立つことを注意しておく．
近似誤差の下限

En = En(f) = inf
P∈Pn

||f − P ||∞ (3)

を与える P = P ∗ ∈ Pnを f の n次最良近似多項式，あるいは単に最良近似式と呼ぶ．そ
もそも最良近似式は存在するのか，すなわち，近似誤差の下限 (3)が Pnの中で達成され
るのか，がまず問題となるが，以下に述べるように，
●最良近似式は一意的に存在し (定理 3，定理 6)，
●それは (1)の右辺の最大値を与える点 xの分布によって特徴付けられる (定理 5)．

実係数 n次多項式 P (x) ∈ Pn は，n + 1個の実数の組 (a0, a1, . . . , an) = a ∈ Rn+1 に
よって

P (x) =
n∑

j=0

ajx
j (4)

と表現されるので，PnとRn+1の間には 1対 1対応 φ : P 7→ a がある．一方，Pnの上
には (2)の一様ノルム || · ||∞ によって “距離”の概念が定義され，Rn+1の上には通常の
Euclid距離 || · ||2がある．次の補題は，この対応 φが近さの概念も保存していることを
示している．

補題 1: 二つのノルム空間 (Pn, || · ||∞)，(Rn+1, || · ||2)は位相同型である．

[証明] φが 1対 1の線形写像であることは明らかであるから，
(i)あるA > 0が存在して ||φ(P )||2 ≤ A||P ||∞,

(ii)あるB > 0が存在して ||φ−1(a)||∞ ≤ B||a||2
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を示せばよい．(i) については，区間 [a, b]内に相異なる n+1個の点 xk (k = 1, . . . , n+1)

を固定すると，aは連立 1次方程式

n∑
j=0

ajxk
j = P (xk) (k = 1, . . . , n+ 1)

から定まるので，aj =
∑n+1

k=1 αjkP (xk) (j = 0, 1, . . . , n) と書ける．したがって，

||φ(P )||2 = ||a||2 ≤

 n∑
j=0

(
n+1∑
k=1

|αjk|)2
1/2

||P ||∞.

(ii) については，

||φ−1(a)||∞ = max
x∈[a,b]

|
n∑

j=0

ajx
j | ≤ max

x∈[a,b]

 n∑
j=0

x2j

1/2

||a||2.

(証終)

補題 2: Pnにおける有界列は収束部分列をもつ．

[証明] {P (ν)}ν を Pnにおける有界列とする．補題 1により，{φ(P (ν))}はRn+1における
有界列であるから，Bolzano–Weierstrassの定理により，収束部分列 {φ(P (νi))}i をもつ．
その収束先を a∗ ∈ Rn+1とすると，再び補題 1により，{P (νi)}iは P ∗ = φ−1(a∗) ∈ Pnに
収束する．(証終)

この対応 φ : Pn → Rn+1 と実数の性質から最良近似の存在が導かれる．

定理 3: 任意の連続関数 f に対して n次最良近似式 P ∗が存在する，すなわち，近似誤差
の下限 (3)を達成する P ∗ ∈ Pnが存在する．

[証明] 下限の定義により，

En(f) ≤ ||f − P (ν)||∞ ≤ En(f) + 1/ν (ν = 1, 2, · · ·)

を満たす n次多項式の列 {P (ν)}∞ν=1が存在する．このとき

||P (ν)||∞ ≤ ||f − P (ν)||∞ + ||f ||∞ ≤ En(f) + 1 + ||f ||∞

が成り立ち，{P (ν)}は有界である．したがって，補題2により，{P (ν)}は収束部分列{P (νi)}i
をもち，その収束先を P ∗とすると En(f) = ||f − P ∗||∞である．(証終)

近似誤差の定義により，任意の P ∈ Pnに対して

En(f) ≤ ||f − P ||∞ (5)
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が成り立ち，P = P ∗ に対してある x = ξ∗ が存在して En(f) = |f(ξ∗) − P (ξ∗)|となる．
これに対し，次の補題 4 は，任意に選んだ多項式 P の値を用いて En(f)の下からの評価
を与えており，最良近似式の特徴付け (定理 5)や構成算法の基礎となる．
区間 [a, b]内の狭義単調増加列 (a ≤) ξ0 < ξ1 < · · · < ξr−1 (≤ b) に対して f(ξi)− P (ξi)

(i = 0, 1, . . . , r − 1) が交互に符号を変えるとき，ξ = (ξ0, ξ1, . . . , ξr−1)を ((f, P )に対す
る)長さ rの交代点列と呼ぶことにする．長さ rの交代点列の全体を

Ξ(P ) = Ξr(f, P )

= {ξ = (ξ0, ξ1, . . . , ξr−1) | a ≤ ξ0 < ξ1 < · · · < ξr−1 ≤ b,

(f(ξi)− P (ξi)) · (f(ξi+1)− P (ξi+1)) < 0 (i = 0, 1, . . . , r − 2)} (6)

とおく (Ξ(P )は空集合の可能性がある)．さらに，

Φ(P, ξ) = Φ(f, P, ξ) = min
0≤i≤r−1

|f(ξi)− P (ξi)| (7)

と定義すると，次の評価が成り立つ．

補題 4: P ∈ Pn，ξ ∈ Ξn+2(f, P ) ならば

Φ(f, P, ξ) ≤ En(f). (8)

[証明] (8)が成り立たないとすると，||f − P̃ ||∞ < Φ(P, ξ)を満たす P̃ ∈ Pnがある．この
とき P − P̃ = (P − f)+ (f − P̃ ) の ξiにおける符号は P − f のそれと一致するから，n+2

個の引き続く点で交互に正と負になる．したがって，P − P̃ は n + 1個の点で 0となる．
P − P̃ は n次以下の多項式だから P = P̃．すると ||f − P ||∞ < Φ(P, ξ) ≤ ||f − P ||∞と
なり矛盾．(証終)

近似誤差 |f(x)− P (x)|の最大値を与える点，すなわち

|f(ξ)− P (ξ)| = ||f − P ||∞ (9)

を満たす点 x = ξを偏差点 (deviation point)，f(ξ) − P (ξ)の符号を偏差点 ξの符号と呼
ぶ．交代点列 ξ = (ξ0, ξ1, . . . , ξr−1) の各点 ξiが偏差点であるとき，これを交代偏差点列と
いうことにする．次の定理は交代定理と呼ばれ，最良近似式の特徴付けを与えている．

定理 5 (交代定理): P ∗ ∈ Pn が最良近似式であるためには，長さ n + 2の交代偏差点列
ξ = (ξ0, ξ1, . . . , ξn+1) ∈ Ξn+2(f, P

∗) が存在することが必要十分である．

[証明] (十分性) ξ ∈ Ξ(P ∗)であるから，補題 4と (5)により Φ(P ∗, ξ) ≤ En(f) ≤ ||f −
P ∗||∞．一方，ξの各成分が (9)を満たすので，Φ(P ∗, ξ) = ||f−P ∗||∞．したがって，En(f) =

||f − P ∗||∞．
(必要性) 最小の偏差点を ξ0 (≥ a)とし，その符号を s0 (= ±1)とする．ξ0より大きい

異符号の偏差点が [a, b]内にあれば，その最小のものを ξ1とし，ξ1より小さい最大の偏差
点を ξ′0 とする (ξ′0 は ξ0 と同符号の偏差点であり，ξ0 に一致する可能性もある)．一般に
i = 0, 1, · · ·に対して，半開区間 (ξi, b]内に ξiと異符号の偏差点が存在しなければ終了; 存
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在すれば，その最小のものを ξi+1とし，さらに，半開区間 [ξi, ξi+1)内の最大の偏差点を
ξ′iとする．
この手続きが i = m ≤ nで終了するとして矛盾を導けばよい．この手続きが終了したと

き，偏差点の列 (a ≤) ξ0 ≤ ξ′0 < ξ1 ≤ ξ′1 < · · · < ξm (≤ b)が定まっている (m ≥ 0)．f−P ∗

は連続だから，中間値の定理により，ξ′i−1 < ti < ξiを満たす tiが存在する (i = 1, . . . ,m)．
さらに，t0 = a，tm+1 = b，

K(x) = s0

m∏
i=1

(ti − x) (ただしm = 0のときはK(x) = s0)

とおく．0 ≤ i ≤ mのとき，区間 (ti, ti+1)でK(x)の符号は一定で偏差点 ξiの符号に一致
し，一方， ある∆i > 0が存在して，この区間 (ti, ti+1)上で

−En +∆i ≤ (−1)is0(f(x)− P ∗(x)) ≤ En

である．したがって，
0 < λ < min

0≤i≤m
∆i/||K||∞

を満たす λをとると，任意の x ∈ [a, b] に対して

−En < (−1)is0(f(x)− P ∗(x)− λK(x)) < En,

すなわち，||f − (P ∗ + λK)||∞ < En が成り立つ．P ∗ + λK ∈ Pnだから，これは (5)に
矛盾する．(証終)

定理 6: 最良近似多項式 P ∗ ∈ Pnは一意的に定まる．

[証明] P ∗
1 , P

∗
2 ∈ Pnがともに最良近似であるとすると，

En(f) ≤ ||f − 1

2
(P ∗

1 + P ∗
2 )||∞ ≤ 1

2
(||f − P ∗

1 ||∞ + ||f − P ∗
2 ||∞) = En(f)

により，(P ∗
1 + P ∗

2 )/2も最良近似である．交代定理により，

f(ξi)− (P ∗
1 (ξi) + P ∗

2 (ξi))/2 = (−1)iδ

(ただし |δ| = En(f)) を満たす増加列 {ξi}n+1
i=0 がある．このとき，

f(ξi)− P ∗
1 (ξi) = f(ξi)− P ∗

2 (ξi) = (−1)iδ (i = 0, 1, . . . , n+ 1)

となり，ふたつのn次多項式P ∗
1，P

∗
2 がn+2点で同じ値をとる．ゆえに，P ∗

1 = P ∗
2．(証終)

　
さらに，つぎの定理が知られている．

定理 7 (Weierstrassの定理): f ∈ C[a, b] ならば lim
n→∞

En(f) = 0．すなわち，連続関数

は多項式によっていくらでも良く一様に近似できる．

出典：杉原正顯, 室田一雄，数値計算法の数理, §8.1, 岩波書店, 1994.

　以上 (2013-08-05)
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