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システム解析 — 混合行列 — マトロイド
ハイブリッドシステム：

　　離散 vs 連続，　構造 vs 数値，　定性 vs 定量

I. 混合行列の概念 — 物理的/工学的考察

　　保存則と構成則 ⇒ ２種類の数

　　混合行列(mixed matrix)，混合多項式行列

　　次元解析

II. 混合行列の理論 — 数学的性質

　　階数公式　　　　　双対定理

　　階層分解(CCF)　Jordan-Hölder型分解

　　行列式の次数　　　付値マトロイド → 離散凸解析
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I.
混合行列の概念

— 物理的/工学的考察
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簡単な力学系
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=

=

m1
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変数
x1(t) : 質点m1の変位
x2(t) : 質点m2の変位
x3(t) : 質点m1の速度
x4(t) : 質点m2の速度
x5(t) : ダンパーによる力
x6(t) : 質点の相対速度

方程式
ẋ1 = x3
ẋ2 = x4
m1ẋ3 = −k1x1 − x5 + u
m2ẋ4 = −k2x2 + x5
x5 = fx6
x6 = ẋ1 − ẋ2 (= x3 − x4)
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システムの記述法
Standard form: ẋ(t) = Âx(t) + B̂u(t) コンパクト，大域情報

Â =

x1 x2 x3 x4
0 0 1 0
0 0 0 1

−k1/m1 0 −f/m1 f/m1
0 −k2/m2 f/m2 −f/m2

B̂ =

u
0
0

1/m1
0

Descriptor form: F ẋ(t) = Ax(t) + Bu(t) 自然，局所情報

F =
1 0 0 0 0 0
0 1 0 0 0 0
0 0 m1 0 0 0
0 0 0 m2 0 0
0 0 0 0 0 0
1 −1 0 0 0 0

A =
0 0 1 0 0 0
0 0 0 1 0 0

−k1 0 0 0 −1 0
0 −k2 0 0 1 0
0 0 0 0 −1 f
0 0 0 0 0 1

B =
0
0
1
0
0
0
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定数と物理パラメータの分離

A = Q + T 　混合行列

・Q の要素は有理数

・T の非零要素は代数的独立

0 0 1 0 0 0
0 0 0 1 0 0

A = −k1 0 0 0 −1 0
0 −k2 0 0 1 0
0 0 0 0 −1 f
0 0 0 0 0 1

=

0 0 1 0 0 0
0 0 0 1 0 0
0 0 0 0 −1 0
0 0 0 0 1 0
0 0 0 0 −1 0
0 0 0 0 0 1

Q

+

0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0

−k1 0 0 0 0 0
0 −k2 0 0 0 0
0 0 0 0 0 f
0 0 0 0 0 0

T
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システムの構造：接続関係 vs 数値情報


ゼロ
非ゼロ

=⇒ グラフ理論による手法


ゼロ
非ゼロ


定数（誤差を含まない正確な数）
パラメータ（誤差を含む公称値）

=⇒ マトロイド理論による手法
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定数 (Accurate Numbers)

-
j

*

ξ1

ξ2 ξ3

KCL

−1 · ξ1 − 1 · ξ2 + 1 · ξ3 = 0

	

-

U
η1

η2

η3

KVL

−1 · η1 − 1 · η2 + 1 · η3 = 0

-
-

-H2O
H2
O2

Stoichiometry

2 · H2O = 2 · H2 + 1 · O2

Velocity – Displacement: v = 1 · ẋ (= s · x)

Current – Charge: ξ = 1 · Q̇ (= s · Q)
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ラプラス変換（周波数表現）
D(s) = [A − sF | B]

D(s) =

x1 x2 x3 x4 x5 x6 u

−s 0 1 0 0 0 0

0 −s 0 1 0 0 0

−k1 0 −sm1 0 −1 0 1

0 −k2 0 −sm2 1 0 0

0 0 0 0 −1 f 0

−s s 0 0 0 1 0

sを変数とする多項式行列

物理パラメータ(mi, ki, f)を含む
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定数と物理パラメータの分離(動的システム)
D(s) = Q(s) + T (s) 　混合多項式行列

x1 x2 x3 x4 x5 x6 u
−s 0 1 0 0 0 0
0 −s 0 1 0 0 0

Q(s) = 0 0 0 0 −1 0 1
0 0 0 0 1 0 0
0 0 0 0 −1 0 0

−s s 0 0 0 1 0

0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0

T (s) = −k1 0 −sm1 0 0 0 0
0 −k2 0 −sm2 0 0 0
0 0 0 0 0 f 0
0 0 0 0 0 0 0
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物理次元

f

=

=

m1

k1 x2

x1

x3 x1

x2x4

k2

m2

.

.

u

変数
x1(t) : 質点m1の変位 L
x2(t) : 質点m2の変位 L
x3(t) : 質点m1の速度 T −1L
x4(t) : 質点m2の速度 T −1L

x5(t) : ダンパーによる力 T −2LM
x6(t) : 質点の相対速度 T −1L

方程式
ẋ1 = x3 T −1L
ẋ2 = x4 T −1L
m1ẋ3 = −k1x1 − x5 + u T −2LM
m2ẋ4 = −k2x2 + x5 T −2LM
x5 = fx6 T −2LM
x6 = ẋ1 − ẋ2 (= x3 − x4) T −1L
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次元解析(物理次元の整合性)

[第i行の次元] = [第(i, j)要素の次元] × [第j列の次元]

L T −1L T −2LM T −2LM
L T −1L T −1L

T −1L −ẋ1 x3

T −1L −ẋ2 x4

T −2LM −k1x1 −m1ẋ3 −x5 +u
T −2LM −k2x2 −m2ẋ4 +x5

T −2LM −x5 fx6

T −1L ẋ1 −ẋ2 −x6

m1, m2: M , 　　k1, k2: T −2M , 　　f : T −1M

第i行の時間次元　T −ri 　　第j列の時間次元　T −cj
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定数部分 Q(s) の次元解析

１．　[第i行の次元] = [第(i, j)要素の次元]×[第j列の次元]

　　　第i行=T −ri 　　　　　　　　　　　　　 第j列=T −cj

２．　非零定数は無次元量，　s (= d
dt) の次元は T−1

⇒ Q(s) = diag [sr1, . . . , srm] · Q(1) · diag [s−c1, . . . , s−cn]

　　⇔ 行列Q(s)の任意の小行列式は変数sの単項式
−s 0 1 0 0 0 0
0 −s 0 1 0 0 0

Q(s) = 0 0 0 0 −1 0 1
0 0 0 0 1 0 0
0 0 0 0 −1 0 0

−s s 0 0 0 1 0

　　r1 = r2 = 1, r3 = r4 = r5 = 2, r6 = 1;
　　c1 = c2 = 0, c3 = c4 = 1, c5 = 2, c6 = 1, c7 = 2
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電気回路

a

b cd

V1 -
V2¾

V3 =
αV1

6

V4

6

V5

6

I1�
I2-

I3?I4 = βI2?I5 ?

r1 r2

e 6 +
−

構成方程式

オーム抵抗　V1 = r1I1

　　　　　　V2 = r2I2

制御電流源　I4 = βI2　

制御電圧源　V3 = αV1

独立電圧源　V5 = −e

構造方程式

電流保存: I3 + I4 + I5 = 0, I1 − I5 = 0, I2 − I3 = 0

電圧保存: V1 − V4 + V5 = 0, V2 + V3 − V4 = 0
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電気回路の記述と混合行列


0 0 1 1 1
1 0 0 0 −1
0 1 −1 0 0

1 0 0 −1 1
0 1 1 −1 0

r1 −1
r2 −1

0 α −1
β −1 0

0 −1





I1

I2

I3

I4

I5

V1

V2

V3

V4

V5



=



0
0
0
0
0
0
0
0
0
e



Q =



0 0 1 1 1
1 0 0 0−1
0 1−1 0 0

1 0 0−1 1
0 1 1−1 0

0 −1
0 −1

0 0 −1
0 −1 0

0 −1



, T =



0 0 0 0 0
0 0 0 0 0
0 0 0 0 0

0 0 0 0 0
0 0 0 0 0

r1 0
r2 0

0 α 0
β 0 0

0 0


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II.
混合行列の理論

— 数学的性質
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混合行列の定義
体 K ⊆ F （例：有理数全体 ⊆ 実数全体）

A が (K, F )に関する 混合行列
⇐⇒ 　A = Q + T

(Q) Q はKの元を要素とする行列

(T) T はFの元を要素とする行列で，

　　その非ゼロ要素の全体はK上で代数的独立

　

層混合行列　　A =


Q

T

 =


Q

O

 +


O

T


(layered mixed matrix)
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階数公式 (max型)

混合行列A = Q + Tに対して (R: 行集合, C: 列集合)

rank A = max
I⊆R,J⊆C

{rank Q[I, J ] + rank T [R \ I, C \ J ]}

↑ f(I, J)

1. 最大値を与える(I, J)を効率良く（多項式時間で）見出す

　　アルゴリズムを与えている訳ではない

2. 任意の(I, J)に対してf(I, J)の値を計算できるので，

　「ランク ≥ f(I, J)」を効率良く確認できる

3.「ランク ≤ 指定された値」を効率良く確認する手段は与えない
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階数公式 (min型)

混合行列A = Q + Tに対して (R: 行集合, C: 列集合)

rank A = |R| + |C|

+ min
I⊆R,J⊆C

{rank Q[I, J ] − |I| − |J | | rank T [I, J ] = 0}

1. 例題の電気回路の行列Aに対しては，

　　I = R, J = ∅　が右辺の最小値10を与える

2. 公式の本質は，離散凸関数に関する双対性
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正準形（階層構造の抽出）

A =


Q

T

 に対し, 許容変換 Pr


S O

O I




Q

T

 Pc

(S: 正則行列, Pr, Pc: 置換行列)

によるブロック三角化(Combinatorial Canonical Form)

　

電気回路の方程式では

Pr

SKCL O O

O SKVL O

O O I

·
K C L O

O K V L

constitutive eqns

Pc

　　　(SKCL, SKVL: 正則，Pr, Pc: 置換)
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Block-Triangularization
variables

equations

O

Linear/nonlinear eq.

Decomposition into Subproblems
Solvability of each subproblem
Hierarchy among subproblems

Significance of decomposition      Uniqueness

Algorithm for decomposition

Combinatorial Matrix Theory



Combinatorial Canonical Form of LM-matrix

O

0Q
0T

1Q

1T

2Q

2T

∞Q

∞T

rP cP
O

OS

I

Q

T
=

permut. permut.

nonsingular (constant) K∈
Admissible transformation

row-full rank
horizontal tail

column-full rank
vertical tail

nonsingular

Combinatorial Canonical Form
(CCF)

Uniquely determined

Efficiently computed




